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RESUMO: A termodinamica do oscilador harménico é um ramo da fisica que estuda as
propriedades termodindmicas de um sistema que oscila em torno de uma posi¢éo de
equilibrio sob a acdo de uma forca restauradora proporcional ao deslocamento. Essa
descricdo é baseada no modelo do oscilador harménico simples, que é uma idealizagédo
matematica que simplifica certos aspectos do sistema fisico real. A termodinamica trata
das relacdes entre as grandezas macroscépicas do sistema, como temperatura, energia,
entropia e suas variagdes, enquanto o oscilador harménico descreve o comportamento
dindmico do sistema em termos de sua posicdo, velocidade e velocidade. Quando o
oscilador harmonico é tratado em termos termodindmicos, as grandezas de interesse sao
a energia interna do sistema, que é a soma das energias cinéticas e potenciais, a
temperatura do sistema e a entropia (que ndo serd explorada nesse texto). A energia
interna é proporcional a amplitude quadratica média das oscilagbes, enquanto a
temperatura esta relacionada a energia média das particulas que comp8em o sistema. Este
presente trabalho foi baseado nos livros Fundamentals of Statistical and Thermal Physics
e Statistical Mechanics: Entropy, devidamente referenciados ao final do texto, e também
nas aulas do professor Sidiney de Andrade Leonel (UFJF).

PALAVRAS-CHAVE: Termodinamica. Oscilador Harmodnico. Fisica Estatistica.
THE HARMONIC OSCILLATOR THERMODYNAMICS

ABSTRACT: The harmonic oscillator thermodynamics is a branch of physics that
studies the thermodynamic properties of a system oscillating around an equilibrium
position under the action of a restoring force proportional to the displacement. This
description is based on the simple harmonic oscillator model, which is a mathematical
idealization that simplifies certain aspects of the real physical system. Thermodynamics
deals with the relationships between macroscopic quantities of the system, such as
temperature, energy, entropy and their variations, while the harmonic oscillator describes
the dynamic behavior of the system in terms of its position, velocity and velocity. When
the harmonic oscillator is treated in thermodynamic terms, the quantities of interest are
the internal energy of the system, which is the sum of the kinetic and potential energies,
the temperature of the system and entropy (which will not be explored in this text). The
internal energy is proportional to the mean squared amplitude of the oscillations, while
the temperature is related to the average energy of the particles that make up the system.
This present work was based on the books Fundamentals of Statistical and Thermal
Physics and Statistical Mechanics: Entropy, duly referenced at the end of the text, and
also on the classes of Professor Sidiney de Andrade Leonel (UFJF).
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INTRODUCAO

Entende-se oscilacdes como fendmenos onde pelo menos uma grandeza de um
sistema varia com o tempo. E relativamente facil reconhecermos fenémenos oscilatdrios:
movimento de um reldgio pendular, oscilagdo de um corpo preso a uma mola, vibracGes

mecénicas em um motor elétrico, dentre outros exemplos.

Figura 1: Exemplos de dispositivos onde pode-se observar fendmenos ondulatérios.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Em fisica (particularmente em mecanica classica), um oscilador harménico pode
ser definido como um sistema que, quando deslocado de sua posicéo de equilibrio, sofre
uma forga restauradora proporcional ao deslocamento.

Os fendmenos oscilatorios também sdo observados em sistemas dinamicos de
outras naturezas, como quimicos, bioldgicos, ecol6gicos ou até mesmo econdmicos.
Podemos citar como exemplo a concentragdo de uma substancia ou a populagdo de uma
espécie, onde podem ocorrer varia¢Ges periddicas de alguma grandeza que os caracterize,

respectivamente.

Neste seminario, veremos uma aplicacdo que envolve mecanica quantica, onde
sera considerado o oscilador harmdnico em equilibrio térmico com um reservatério a
temperatura T para 0s casos classico e quantico, com uma aplicacdo ao estudo do calor

especifico dos solidos.
O OSCILADOR HARMONICO TERMODINAMICO
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Considere um sistema constituido por um oscilador harménico unidimensional em
equilibrio térmico com um reservatério a temperatura absoluta T. A energia de tal
oscilador é dada por:

1 1 (1)

onde ko representa a constante elastica. O primeiro termo a direita da equacdo (1)
representa a energia cinética de tal oscilador de massa m e momento linear p (em modulo);
enquanto que o segundo termo representa a energia potencial do mesmo, em funcgéo de
sua coordenada espacial x. Observe que ambos os termos citados (energia cinética e

potencial) sdo quadraticas em p e em X, respectivamente.

A lei da equiparticdo da energia afirma que a cada mecanismo de acumulo de
energia de um sistema termodindmico esta associada uma energia térmica igual a k3T /2,
desde que a energia varie de forma quadratica com a variavel que descreve este grau de
liberdade. Dito isso, podemos aplicar o teorema da equiparticdo de energia para o
oscilador harménico descrito na equacdo (1), considerando-se a aproximacao classica
como adequada. Com isso:

1 — 1
e tdig = — 7% = —k.T
energia cinética média o p > kg
. . . - 1
energia potencial média = Ekox = EkBT
dai, a energia média total é dada por:
E = ! kgT + ! kgT
I
E =kgT (2)

E instrutivo tratar este exemplo como uma ilustracdo dos limites de validade da
mecanica quantica, uma vez que no mundo quantico a energia ndo é igualmente repartida
(como exemplo, pode-se citar a radiacéo de corpo negro, onde o teorema da equiparticdo
de energia é incompativel para descrevé-lo).
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A mecanica quantica nos diz que os niveis de energia do oscilador harménico sdo

dados por:

E, = (n + l) hw @)

comh=h/2r,n=1,2,3,..ew = ko/m.

A energia média do oscilador € dada por:

_ 10Z oz C
E=———_——,COmZ=Ze_BEn
n=0

Zop 0B
entdo:
o 1 0@ | Zioe P (“En)
?{;0 e—BEn aﬂ ;’lo=0 e BEn
consequentemente:
E—, _ Z‘?‘?:O e_BEn E (4)
= Z_;‘:;Oe—ﬁEn n

com Z = ¥¥_, e PEn sendo a fungio particdo candnica somando sobre todos os estados.

Como E,= (n +%) hw, vale ressaltar que Z =32, e Fn;7Z =

Z%ozoe—(n+1/2)ﬁhw_

A funcéo particdo pode ser desenvolvida da seguinte maneira:

o —(n+%)ﬁhw

Nk

0

S
1l

7 = o-1/2(Bhw) z o-nBhw

n=0
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o somatorio da equacao imediatamente acima pode ser “aberto”:
Z — e—l/Z(ﬂfl(A))(l + e—ﬁhw + e—ZBhw + e—3[3hw + _“)
Observe que o lado direito da equacdo acima pode ser compreendido como uma

1).

série geométrica de razdo e £ (lembre-se que Y&, ar™ ! = PR—

A soma na funcdo particdo Z resultara:

1
= e 12Bfhw) __—
Z=ce {— oFhw
dlnZ dln(e~1/2(Fhw) : Bhe)
F=-"p =" 7 L—e P o (—hw/2 — e Frohw/1 — e~Fho)
ou, de uma maneira mais simplificada:
E=ho(1/2+Y pro_4) (5)

Agora, vamos investigar o seguinte limite em particular, pois quando, na equacao
abaixo

hw

Phw = kT

&1 (kgT > ho)

a temperatura é muito alta, a energia térmica kzT € grande em comparacdo com a
separacdo hw entre 0s niveis de energia, € por isso, espera-se uma que a aproximacao

classica seja devidamente adequada para esta situacao.

A exponencial da equacéo (5) pode ser expandida? em série de Taylor, obtendo:

1 Os detalhes que levaram a este resultado sdo demonstrados em um apéndice separado (Apéndice 1).

2,2 9
2 Expansdo em série de Taylor da citada funcdo exponencial em torno da origem: 1 + fhw + “Tw +

6
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2HKH2,,2
+ Bhow + 8 hz“’ +...—1

E = hw 1/2+1/
1

como fhw < 1, podemos afirmar que

1 > 1
Phw 2

logo, a energia média pode ser escrita como:

E~ how (ﬁ%)
EzészT (6)

O resultado explicito da equagéo (6) mostra que, para altas temperaturas, recaimos
no caso classico.

Ja para baixas temperaturas:

Phw = h_w > 1
kT
temos que:
efho 1
e entdo:

_ 1
E=hw (1/2 + 1/6[;% N 1) ~ hw (§+ 1 eﬁﬁw) = hw(1/2 + e P?)

E=ho (1/2 + e_k%Thw> ()

Na equacéo (7), se T — 0, a equagdo (7) se torna:
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E=(1/2)hw (8)

O resultado explicito na equacdo (8) se aproxima adequadamente do “zero

absoluto” no estado fundamental quando T — 0, que é 0 mais provavel.

APLICACAO AO ESTUDO DO CALOR ESPECIFICO DOS SOLIDOS

Aqui, consideraremos um solido simples com um nimero N, ® (nimero de
Avogrado) de &tomos por mol. Os a&tomos dos constituintes da substancia séo livres para

vibrar em torno de suas posigdes de equilibrio, isto é, a vibracdo da rede).

Cada atomo é especificado por trés coordenadas espaciais e trés coordenadas de

momento, e a energia total das vibragdes da rede pode ser escrita da seguinte forma:
2
pi 1 2
p= (2 b
= 2m 2 (9)

onde o primeiro termo a direita da equacdo (9) é a energia cinética total envolvendo os
3Na momentos dos atomos e o segundo termo representa a energia potencial total
envolvendo as 3Na coordenadas. A constante k; é positiva. Observe que a energia total é

a mesma de 3N, osciladores harménicos unidimensionais.

A andlise do calor especifica sera feita de maneira semelhante ao quer ja visto:

estudar os limites para T grande e T qualquer.
i) Para T grande

Se T é grande, podemos aplicar a aproximacgdo classica e o teorema de

equiparticdo de energia, e com isso, a energia media por mol é dada por:

3 A constante de Avogadro é igual a 6,022x10? e corresponde ao nimero de entidades (atomos, moléculas,
fons etc.) existente em um mol de uma determinada substancia.

DINIZ, A. C. A termodindmica do oscilador harménico. Revista Eletronica Amplamente, Natal/RN, v. 2, n. 3, p. 91- @ D)
106, jul./set. 2023. ISSN: 2965-0003. BY NG ND

97



REVISTA ELETRONICA AMPLAMENTE

v.2, n.3 jul./ set. 2023 DOI: 10.47538/RA-2023.V2N3
ISSN: 2965-0003

1 1
E = 3Na <§kBT + EkBT) = 3NakBT (R = NakB)

E = 3RT

pela definicdo de calor especifico molar a volume constante:

_ (0E
v=\or §

Cy = 3R (10)

O resultado explicito pela equagdo (10) nos informa que, para altas temperaturas,
todos os solidos possuem o mesmo valor de calor especifico molar (o que, empiricamente,
ja havia sido descoberto* pelos franceses Pierre Louis Dulong e Alexis Thérése Petit, e
foi enunciada em 1819).

ii) Para T qualquer

Consideraremos que todos os atomos do solidos irdo vibrar com a mesma

frequéncia angular w. Ja sabemos que:

para todas as coordenadas i: k; = w?m.

Como todos os atomos vibram com a mesma frequéncia, pode-se afirmar entdo
que o mol do sélido é equivalente a um ensemble de 3Na osciladores harmoénicos
independentes.

Temos entdo que proceder com uma andlise baseada na mecénica quéntica, e para

tal, vamos usar um resultado ja conhecido expresso pela equagio (5): E =

hw (1/2 + 1/eﬁhw _ 1), comp = 1/kBT’ mas agora temos 3Na osciladores harménicos

4 Conhecida como Lei de Dulong-Petit.
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independentes, e com isso, a energia média do oscilador harménico guantico serd dada

por:

E=3Nho (1/2+ Y/ pro 1) (11)

Aplicando a definicdo de calor especifico na equacéo (11):

_(oF
“v=\or §

pela regra da cadeia (demonstracédo feita no Apéndice 2):
(aE) ~ (aE) B (aE) o (Y1)
ar/, aB ), orT ap), or

(&), ~=r ()
ar ), ksT*\dB),

onde
(aE) K (3Nahw (172+ Y g _ 1))
B/, B
por fim:
0E\  3Njhw ePhepaw _ 3Nghw ePhepy
aT ), kgT? | (ePho —1)2| " kpT? [(efho —1)2

no resultado acima, podemos utilizar uma notagdo mais comoda, adotando-se as seguintes

trocas:

R = N, kg, Bho = 22 = &

kgT T
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com isso:

hw (12)

A equacdo (12) nos mostra a definicdo da Temperatura de Einstein, que em 1907
teve a ideia de quantizar os osciladores harmonicos. O parametro ©; depende do material

e é ajustavel com a experiéncia.

Reescrevendo a equacdo para o calculo do calor especifico a temperatura

constante, temos que:
e
)
T —1)? (13)

Voltando em faw = :—“’T se kgT >» hw ou T > Of, temos que % < 1, entdo
B

. . % «
podemos expandir® a exponencial e T na expressdo de ¢y, fornecendo:

@ 2 1 + % + cee @ 2 1
~ 3R (£ T ~ 3R (£
v T (1+%+..._1)2 ) T ®E2
T ()
decaimos entdo no resultado cléssico:
cy = 3R (14)

. %
Agora, se kgT < hw ou T K Of, temos % > 1, e como consequénciae T > 1,

tem-se que:

5 Expanséo da funcé il e =Yo T =14+X4+E 45
Xpansao da tungao exponencial: e~ = n=0, = PrRLESTRL
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2
GE) oo (15)

O resultado da equacao (15) é importante, uma vez que mostra que ¢y, Se aproxima

do zero exponencialmente com T — 0.

Experimentalmente, o resultado € um tanto quanto surpreendente: ¢, se aproxima

do zero mais lentamente que que o proposto acima: ¢, < T>se T — 0.

Essa variagdo de ¢, com T pode ser explicada levando-se em consideracéo que 0s

atomos ndo vibram com a mesma frequéncia. Observe a figura abaixo:

Figura 2: A figura acima mostra a dependéncia de ¢, com a temperatura. Os pontos representam os

b8
3K

valores experimentais para o diamante.

i
9!—

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Observe que ha uma discrepancia para baixas temperaturas, que sdo corrigidas
pelo modelo de Debye.
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ALGUNS CONCEITOS SOBRE O MODELO DE DEBYE

O modelo de Debye é um modelo tedrico utilizado para demonstrar as
propriedades térmicas de cristais solidos, especialmente a capacidade térmica e a
condutividade térmica. Foi proposto pelo fisico aleméo Peter Debye em 1912 e € baseado
na ideia de que as vibragdes térmicas das particulas em um sélido podem ser tratadas
como ondas.

De acordo com o modelo de Debye, as particulas em um solido sdo consideradas
como osciladores harménicos tridimensionais, cada um com uma caracteristica de
vibracdo. No entanto, diferentemente do oscilador harménico cléssico, em que cada
particula possui uma frequéncia especifica, 0 modelo de Debye considera um espectro

continuo de frequéncias de vibracao.

Essa distribuicdo continua de frequéncias é derivada da natureza do solido
cristalino, no qual existem diferentes modos de vibracao possiveis. O modelo de Debye
assume que todas as frequéncias possiveis dentro de uma faixa de frequéncias limitadas
sdo igualmente acessiveis. Isso significa que o numero de modos de vibra¢do aumenta

proporcionalmente ao quadrado da frequéncia.

A partir dessa distribuicdo de frequéncias, é calculada a densidade de estados
vibracionais possiveis, que representam o nimero de modos de vibragéo disponiveis para
cada valor de frequéncia. A partir dai, € possivel calcular a capacidade térmica do sélido

e sua contribuigdo para a condutividade térmica.

O modelo de Debye tem sido amplamente utilizado e é especialmente Util para
demonstrar propriedades térmicas de sdlidos a baixas temperaturas. No entanto, ele
possui alguns isolados, como a simplificacdo de considerar como particulas como
osciladores independentes e a falta de tratamento adequado para a interacéo entre elas.
Essas restricdes levaram ao desenvolvimento de modelos mais sofisticados, como o

modelo de Einstein e a teoria dos fonons.

Para informagdes mais precisas e rigorosas sobre o tema, consultar a bibliografia

que serviu como base para a elaboracdo deste trabalho.
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CONCLUSAO

Espera-se que o leitor tenha obtido uma compreensdo solida dos conceitos
envolvidos na termodinamica do oscilador harménico. Embora o oscilador harmonico
seja uma idealizagdo simplificada, essa abordagem permite analisar 0s aspectos
termodinamicos de sistemas reais que exibem comportamento oscilatério semelhante,

como comandos vibratérios em um soélido cristalino ou osciladores mecanicos.

Ao estudar a termodindmica do oscilador harménico, podemos compreender
melhor as relagdes entre a energia, a temperatura e a entropia do sistema e como elas se
relacionam com as propriedades microscépicas das particulas que compdem o sistema.
Essa abordagem € Gtil para entender os processos termodinamicos em sistemas oscilantes
e pode ser aplicada em uma variedade de campos, desde a fisica fundamental até a

engenharia e a quimica.

Este trabalho tem a principal pretensdo de ser um ponto de partida para estudos
mais aprofundados, como por exemplo, 0 modelo de Debye.
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APENDICE 1: DEMOSNTRACAO DO RESULTADO EXPLICITO PELA
EQUACAO (5)

A funcdo que vamos derivar® ¢ dada por:

e~ 1/2(Bhw)

=1 o

para simplificar os calculos, vamos adotar Aiw = a e § = x. Com isso, a funcdo parti¢éo
Z se torna:

e—1/2(ax)
Z= 1—e™ax

vamos agora tomar a derivada (em relacédo a x):

— ax ax
onzZ 107 1-e~w e 2(1—e ™) —e 2 (ae™™)

dx  Zox e /2 (1 — e—ax)2

simplificando (a grosso modo, “cortando”) os termos 1 — e~%* e e ~9%/2;

oz = (1—e™) —ae™
ox (1 — e~a%)

—a -
dinz — (1—e ™) ae”

ax  (1—e %)  (1-e-9%)

temos entéo que:

olnZ _—a ae” %

ax 2 (1—eax)
voltando coma = Aw e x = f3:

olnZ _ —hw ae Popy
ox 2 (1-ehPhw)

olnZ
W = (—hw/2 — e‘ﬁh“’hw/l - e‘ﬂh“’)

f

5 Lembrete: regra do quociente para derivadas: (;) A

gz
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de volta a equagéo para o calculo da energia média:

_ olnZ 10z
- " _ _ " _(_ _ ,—fhw _ ,—fhw
E op 790 (—hw/2 —e hw/1—e )
— 1 e~hhw
E=hw<§+m)

s —Bho o . . _
dividindo o membro Lzm da equacéo imediatamente acima por e ~#h®:

e—ﬁhw

e~ Bhw
1 e Phw
e—Bhw — o—PBhw

Chegamos a:

1
ebho —1
Por fim:
Fep 1 1
k= w(f e—Bhw _ 1)
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APENDICE 2: DEMONSTRACAO DA DERIVADA DA PAGINA 8

o <3Nah“’ (172 + ypna 1)) 9 (Na"/y) 40 CM" pra _ 1)

o o o

0 primeiro termo a direita da equacdo acima é zero, entdo, pela regra do quociente para

derivadas:

dBNLA®) . i d(efhe —1
6(1/e/mw_1) —F O (ePh —1)—3Nahw—( s )

ap (efhe —1)°

0 primeiro termo & direita da equacdo acima também € zero, e com isso:

a(eﬁh“’ — 1)
— Lhw
p hwe
0 (3Nahw (1/2+1/ ) Bho
a efho — 1)) IN A (hweP™®)
aﬁ - alt®W (eﬁflw _ 1)2

por fim, voltando a defini¢do do calor especifico:

(6E> 3Nahwl ePhopg l B 3Nahw[ eProney l

aT ), " " ksT? | (eFho —1)2| T kyT? [(eFhe —1)2
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